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 COMMUNICATION^ IN ALGEBRA, 2 0 ( 3 ) ,  639 -643  ( 1 9 9 2 )  
EINE DUALISIFBUNG DES THEOREMS VON MATIJEVIC 
Helmut Zoschinger 
Mathematisches Institut der Universitat 
TheresienstraDe 39, D--8000 Miinchen 2 
Sei R ein kommutativer ncetherscher Ring. Zu jedem R-Modul M und 
jedem Ideal fi von R sei MtaJ = { u & M 1 a u = o fiir alle a EA], 
(M) - .g und I(M) = $ L_(M) , vobei u alle maximalen 
& = I  
Ideale von R durch1;iuft. Bekanntlich ist d a m  L(M) die Summe aller 
artinschen Untermoduln von M , und M heiDt halbartinsch, wenn L(M) 
= M ist. 1st K der totale Quotientenring von R und schreibt nan 
L(K/R) = T/R , so heiBt T die alobale Transformation von R . In Ver- 
allgemeinerung des Theorems von Krull-Akizuki zeigt Mati jevic in 1 'I 1 
das folgende 
THEOREM ( [I ] p .  50). 1st A ein Unterring von T und R C A , so 
gilt fiir jeden Nichtnullteiler r E R , daO A / ~ A  als R-Modul endlich 
erzeugt ist. 
Weil mit denselben Bezeichnungen A/R halbartinsch und A rr 7 = o 
ist, ist das offenbar ein Spezialfall von folgendem 
SATZ 1. Besitze der R-Modul M einen endlich erzeugten Untermodul U , 
-
so daB M/U halbartinsch ist. Dann gilt fiir jedes Ideal OL von R : 1st 
M [till endlich erzeugt, so auch M/&M . 
Die Formulierung von Satz 1 - fiir den wir einen von ill unabungigen 
Beweis geben - hat den Vorteil, daO sich in ihr die moaultheoretischen 
Begriffe dualisieren lassen: Endlich erzeugt wird zu artinsch, halb- 
artinsch (jeder echte Untermodul umfal3t einen minimalen ~ntermodul) wird 
Copyright @ 1992 by Marcel Dekker, Inc. 
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8 640 ZOSCHINGER 
zu koatomar (jeder echte Untermodul liegt in einem maximalen Unter- 
modul), und damit iautet unser dualer 
SAT2 2. Sesitze der R-Modul M einen koatomaren Untermodul U , so 
-
da13 M/U artinsch ist. Dann gilt fiir jedes Ideal .trL von R : 1st M/VLM 
artinsch, so auch MraI . 
Die beiden an den Modul M gestellten Endlichkeitsbedi~gungen lassen 
sich auch so beschreiben: Genau dam ist M Weiterung eines endlich 
erzeugten durch einen haibartinschen Modul, wenn in jeder aufsteigenden 
Folge U1 C U2 C U C ... von Untemoduln von M fast alle Faktoren 3 
Ui+l/~i halbartinsch sind ( [ 4 1  Satz 1.2). Genau d m  ist M h e i -  
terung eines koatomaren durch einen artinschen Modul, wenn in jeder ab- 
steigenden Folge M 3 U, 3 U2 3 U 2 . . . von Untermoduln fast alle 3 
Faktoren Ui/Ui+l koatomaz sind ( [4] Satz 2.6). 
Die Beweise von Satz 1 und Satz 2 werden jeweils durch ein Lemma vor- 
bereitet : 
LEMMA 1. 1st M halbartinsch und M [a] artinsch, so gibt es ein 
-
n L 1  nit 
M [ % ~ ]  + t e M  = M . 
Beweis. 1st M sogar artinsch, wahle man eine Darstellung M = 
V, + ... + Vk , in der jeder Untermodul Vi kouniform, d.h. nicht 
Summe von zwei echten Untemoduln ist. Die nicht durch Q teilbaren 
Vi liegen dam in einem gemeinsamen M [GI."] , und es folgt M [Vtn] + 
a M = M .  
1st M nur halbartinsch, gilt L~(M/u) = (L~(M) + u)/U fiir jeden 
Untermodul U von M (denn mit M/L- (M) ist auch M / L ~  (M) + U 
CR-torsionsfrei), insbesondere L~(M) + a M  = M . War zusatzlich M[*] 
artinsch, ist es nach ( [2] Proposition 3 )  auch M1 = L~(M) , und nit 
~1Ccrl"l + olM1 = M1 aus dem ersten Teil folgt M'[UI,'II + 61 M = M . 
FOLGERUNG 1. 1st M halbartinsch und Mrvtl artinsch, so gibt es zu 
jedem Untermodul U von K und jedem e a 1 ein f 1 mit 
Beweis. Definiert man U C M1 C M durch M'/U = (M/u) lael , so gibt 
-
f es nach dern Lemma ein f a 1 mit M1 [aI + i t M '  = M' , und aus 
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Ifr  hf] + ae PI1 = M I  , me M I  C U f o l g t  M 1  C M r a f ]  + U . 
(offenbar  e r h a l t  man aus der  Folgemng mit U = Zh M und e = 1 das 
Lemma zuriick.) 
Beweis von Sa tz  1 .  Weil U und M C d  endl ich erzeugt  s ind ,  f o l g t  aus 
1 d e r e x a k t e n F o L g e  I.I[ZX] +(M/u)[u] d E x t R ( R / 6 ? , V )  d d  
auch ( M / U ) [ ~ ]  endl ich erzeugt i s t .  Nun is t  = M/u ha lbar t insch ,  
a l s o  i? Cvl von endl icher  LSnge, so daO nach dem Lemma %[flnJ + VLZ 
- 
= M i s t  f k  e i n  n 1 . M t  3 ist  auch ??[CLnl end l ich  er-  
zeugt ,  a l s o  auch % / I R E  r M / ~ M  + U , a l s o  auch M / ~ K  .
LEMMA 2. 1st M koatomar und M/ULM endl ich erzeu&, so g i b t  e s  e in  
n h l  mit 
MCVL~ n an M = . 
Seweis. 1st M koatomaz und Ul be l ieb ig ,  so 1 s t  nach ( [j] Lemma 1 . I )  
- w 
jeder  Unternodul von H*(M) = 2 ai M a - t e i l b a r .  Es f o l g t  U 
H ~ ( M )  = H,(u) fiir jeden Untermodul U von M , insbesondere 
M E 4  H ~ ( M )  = o . 
War z u s a t z l i c h  M/mM endlich erzeugt ,  d.  h. N + .te If = M m i t  einen 
endl ich erzeugten Untermodul N von M , wahle man i n  der  Menge 
V C M I MCw] r\ V 5 o 1 e i n  maximales Element Vo . A l s  wesentliche 
E k w e i t e m g  von M C u l  ist dann = M / V ~  %-torsion,  aderdem %/fl 
0.- tei lbar ,  a l s o  nach dem e r s t e n  Te i l  z/N' = o , wid aus an % = o 
f'iir e i n  n 1 f o l g t  an M C Vo , M [a3 n trln T? = o wie gewiinscht. 
FOLGERUNG 2 .  1st M koatomar und N/VLM end l ich  erzeugt ,  so g ib t  es  
zu jedem Untermodul U von M und jedern e 1 e i n  f 1 m i t  
Beweis. Zu = M / a e  U g i b t  e s  nach dem Lemma e i n  f 8 1 mit z[a] 
-
- 
r\ Ulf = 0 , und aus M[ae] n ihf E = o , 5 C %[ae] f o l g t  die 
Behauptung. ( ~ i e d e r  erh;ilt  man aus dem S p e z i a l f a l l  U = M[UL7 , .e = 1 
das Lemma zuriick. ) 
Beweis von Sa tz  2 .  Weil M/U und M / ~ M  a r t i n s c h  s i n d ,  f o l g t  aus der  
exakten Folge T O ~ ~ ( M / U , R / ~ ~  ) +U / U U  ---t M/QM , daO auch 
3 /&U a r t i n s c h  i s t .  Weil U koatomar, a l s o  U / V t U  von encl icher  Lange 
i s t ,  g i b t  e s  nach Lemma 2 e i n  n 1 mit UCm7 an iT = o , a l s  
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642 ZOSCHINGER 
Untermodul von U / d  U ist dann auch U [a1 von endlicher Unge, also 
M [m'] artinsch wie gewiinscht . 
B m J N G Z N .  1) Mit den Bezeichnungen des Theorems von Matijevic ist 
M = A/R halbartinsch und M [r] endlich erzeugt, nach Lemma 1 also 
MET"] + r M  = M , d.h. A C Rr-n + r A fiir ein n +  1 . Dies 
ist das Kernstuck des Beweises in [I 1 . 
2) Der Beweis von Lemma 2 zeigte: 1st M koatornar und M/%M endlich 
erzeugt, so folgt fiir jedes maximale Element Vo in der Menge { V C M / 
M [q ]  A V = o [ , da5 M/V~ durch eine Potenz von OL annulliert wird. 
Entsprechend 1a13t sich mit einigen Zusatziiberlegungen zum Beweis von 
Lemma 1 zeigen: 1st M halbartinsch und M [Ul] artinsch, so hat die 
Kenge { V C iY ( V + cRM = M ein minimales Element, und jedes 
minimale Element Vo wird durch eine Potenz von a annulliert. 
3) In den beiden Satzen kann man die Voraussetzungen an M nicht ohne 
weiteres abschwachen. Z.B. geniigt es in Satz 2 nicht, daB M/U halb- 
artinsch ist: 1st (a,%) ein lokaler, 1-dimensionaler Integritlts- 
ring mit Quotientenkorper K , so ist M = (K/R) ( ') halbartinsch 
und M/wM = o , aber Mru] nicht artinsch. Ihtsprechend geniigt es in 
Satz 1 nicht, da13 U koatomar ist: Sei A ein kommutativer noether- 
scher Ring mit paarweise verschiedenen maximalen Idealen 
w IT, 5, I y .  . 
und R = ~[[~]].Ober Yn = {f 8 xi 1 alle ai G 1 lie& 
d a m  nur ein maximales Idedl, nhlich &, = 'fn + (x) , und auch 
die Wn aind paanreise uerschieden. Es folgt_(~/~~)* = o fiir 
alle & S un , so da13 der R-Modul M = U R/y lokal zyklisch, 
n = c  
also koatomar ist. Weil r = X in keinem yn , aber in allen 
lie&, ist M [r] = o , aber M/r M nicht endlich erzeugt. 
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